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	Задача 111648  (#1) 
	Темы:   

[ 

Раскладки и разбиения 
] 

[ 

Подсчет двумя способами 
] 


	Сложность: 3
Классы: 10,11


У Алеши есть пирожные, разложенные в несколько коробок. Алеша записал, сколько пирожных в каждой коробке. Сережа взял по одному пирожному из каждой коробки и положил их на первый поднос. Затем он снова взял по одному пирожному из каждой непустой коробки и положил их на второй поднос — и так далее, пока все пирожные не оказались разложенными по подносам. После этого Сережа записал, сколько пирожных на каждом подносе. Докажите, что количество различных чисел среди записанных Алешей равно количеству различных чисел среди записанных Сережей. 

Решение

Расположим коробки в ряд так, чтобы число пирожных в них убывало слева направо. Теперь нарисуем на клетчатой бумаге "лесенку", где высота первого столбика (шириной в одну клетку) равна числу пирожных в первой слева коробке, высота второго стобика равна числу пирожных во второй слева коробке, и т.д. Лестница разделится на ступеньки. Первая (самая левая) ступенька будет состоять из самых высоких столбиков, вторая ступенька — из следующих по высоте столбиков, и так далее, последняя (самая правая) ступенька будет состоять из самых низких столбиков. Количество различных чисел в записях Алёши равно числу ступеней этой лесенки (самые полные коробки соответствуют самой высокой ступеньке, и так далее). Но этому же числу равно и количество различных чисел среди записанных Серёжей. В самом деле, можно считать, что выбирая по пирожному из каждой коробки, мы просто срезаем у нашей лесенки нижний слой квадратиков. Тогда заполнив подносы с наибольшим числом пирожных, мы срежем несколько слоев так, что пропадет целая ступенька (самая низкая), и число ступенек уменьшится на 1. Когда мы заполним подносы со следующим количеством пирожных (по величине), мы срежем еще одну ступеньку, и так далее. 

	Задача 111651  (#4) 
	Темы:   

[ 

Уравнения в целых числах 
] 

[ 

Примеры и контрпримеры. Конструкции 
] 


	Сложность: 3+
Классы: 10,11


Существует ли арифметическая прогрессия из пяти различных натуральных чисел, произведение которых есть точная 2008-я степень натурального числа? 

Решение

Возьмём сначала любую прогрессию из пяти различных натуральных чисел, например, числа 1, 2, 3, 4, 5. Их произведение равно 120 и не является 2008-й степенью натурального числа. Домножим каждое из чисел на 120n , получим числа 120n , 2· 120n , 3· 120n , 4· 120n, 5· 120n . По-прежнему, числа будут образовывать арифметическую прогрессию, а их произведение будет равно 1205n+1 . Осталось подобрать n так, чтобы 5n+1 делилось на 2008. Поскольку 5 и 2008 взаимно просты, это возможно. Ищем y такое, чтобы 5n+1=2008y . Годится, например, y=2 , n=803 . Произведение будет тогда 2008-й степенью числа 1202 . 

Ответ

Может. 

	Задача 111652  (#5) 
	Темы:   

[ 

Геометрия на клетчатой бумаге 
] 

[ 

Раскраски 
] 


	Сложность: 4
Классы: 10,11


На клетчатом листе бумаги нарисованы несколько прямоугольников, их стороны идут по сторонам клеток. Каждый прямоугольник состоит из нечетного числа клеток, и никакие два прямоугольника не содержат общих клеток. Докажите, что эти прямоугольники можно раскрасить в 4 цвета так, чтобы у прямоугольников одного цвета не было общих точек границы. 

Решение

Можно считать, что наши прямоугольники нарисованы на бесконечной клетчатой плоскости. Разобьем мысленно плоскость на квадраты размером 2x2 клетки, и пронумеруем клетки каждого квадратика цифрами 1, 2, 3, 4 по часовой стрелке, начиная с левого верхнего угла квадратика. Так как обе стороны каждого нашего прямоугольника нечетны, в углах любого прямоугольника будут стоять одинаковые цифры. Занумеруем тогда цифрами 1, 2, 3, 4 четыре различных цвета, и каждый прямоугольник выкрасим в цвет, номер которого стоит в углах этого прямоугольника. Нетрудно убедиться, что цифры в углах любых двух примыкающих друг к другу прямоугольников будут различны. 
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	Задача 111689  (#1) 
	Темы:   

[ 

Принцип Дирихле (площадь и объем) 
] 

[ 

Разрезания на параллелограммы 
] 

[ 

Монотонность и ограниченность 
] 

[ 

Шахматные доски и шахматные фигуры 
] 


	Сложность: 4+
Классы: 8,9,10,11


Квадратная доска разделена 7-ю прямыми, параллельными одной стороне доски, и 7-ю прямыми, параллельными другой стороне доски, на 64 прямоугольные клетки, которые покрашены в белый и черный цвета в шахматном порядке. Расстояния между соседними прямыми не обязательно одинаковы, поэтому клетки могут быть разных размеров. Известно, однако, что отношение площади любой белой клетки к площади любой черной клетки не больше 2. Найдите наибольшее возможное отношение суммарной площади белых клеток к суммарной площади черных. 

Решение

Рассмотрим среди вертикальных линий 2-ю, 4-ю и 6-ю, и среди горизонтальных тоже 2-ю, 4-ю и 6-ю. Эти линии делят доску на 16 прямоугольников, каждый из которых разделен на 4 клетки, раскрашенные в шахматном порядке. Если в каждом таком прямоугольнике отношение суммарной площади белых клеток к суммарной площади черных не больше 5/4, то это же будет верно и для большого прямоугольника (в самом деле, если в i -ом прямоугольнике ai — площадь белых клеток, а bi — площадь черных, и ai[image: image1.png]


(5/4)bi , то сложив все эти неравенства получим нужное неравенство для всей доски). 
Рассмотрим теперь отдельный прямоугольник, разбитый на 4 клетки. Пусть длины его сторон — x (по горизонтали) и y (по вертикали). Ясно, что у одной из белых клеток длина горизонтальной стороны не меньше x/2 . Пусть для определенности эта клетка верхняя левая. Горизонтальную прямую, разделяющий прямоугольник, можно тогда передвигать вниз до тех пор, пока отношение площади левой верхней клетки (белой) к левой нижней (черной) не станет равно 2. При этом условие задачи (о том, что площадь любой белой клетки меньше удвоенной площади любой черной клетки) по-прежнему будет выполнено, а суммарная площадь белых клеток только увеличится (или не изменится). Дальше прямую двигать нельзя (нарушится условие задачи). Аналогично, после этого можно двигать вправо вертикальную прямую (пока площадь верхней левой клети не станет в 2 раза больше площади верхней правой). Стороны верхней левой клетки будут тогда равны 2x/3 и 2y/3 , и площадь белых клеток будет равна 4xy/9+xy/9=5xy/9 , а площадь черных будет равна xy-5xy/9=4xy/9 . Получили, что отношение площади белых клеток к площади черных равно 5/4, и больше быть не может. 
Осталось привести пример, когда в каждом из 16 прямоугольников нужное отношение равно 5/4. Разделим доску так, чтобы наши 16 прямоугольников были одинаковыми квадратами, в каждом из них левая верхняя клетка была квадратной, причем ее стороны в 2 раза длиннее сторон правой нижней клетки. Ясно, что так разделить доску можно, и получится искомый пример. 

Ответ: 5/4. 

	Задача 111690  (#2) 
	Темы:   

[ 

Примеры и контрпримеры. Конструкции 
] 

[ 

Замощения костями домино и плитками 
] 

[ 

Разрезания на части, обладающие специальными свойствами 
] 

[ 

Наглядная геометрия в пространстве 
] 


	Сложность: 4-
Классы: 8,9,10


Пространство разбито на одинаковые кубики. Верно ли, что для каждого из этих кубиков обязательно найдется другой, имеющий с ним общую грань? 

Решение

Приведем один из примеров, который нетрудно описать. Будем считать, что в пространстве заданы три направления: вверх-вниз, вправо-влево, вперед-назад. Сначала заполним все пространство кубиками обычным образом. Выберем теперь один из кубиков. К нему примыкают такие шесть бесконечных столбиков толщиной в один кубик: два параллельных столбика соответственно слева и справа, направленные вверх-вниз, два других — спереди и сзади, направленные влево-вправо, и еще два — снизу и сверху, направленные вперед-назад. Сдвинем каждый столбик вдоль его направления на половину длины ребра кубика (первые два сдвинем вверх, следующие два — влево, следующие два — вперед). Все пространство по-прежнему будет заполнено, но выбранный кубик ни с одним другим не будет граничить по целой грани. 

Ответ: не обязательно. 

	Задача 111691  (#3) 
	Темы:   

[ 

Теория игр (прочее) 
] 

[ 

Четность и нечетность 
] 

[ 

Принцип крайнего (прочее) 
] 

[ 

Делимость чисел. Общие свойства 
] 


	Сложность: 4+
Классы: 8,9,10,11


На столе лежат N>2 кучек по одному ореху в каждой. Двое ходят по очереди. За ход нужно выбрать две кучки, где числа орехов взаимно просты, и объединить эти кучки в одну. Выиграет тот, кто сделает последний ход. Для каждого N выясните, кто из играющих может всегда выигрывать, как бы ни играл его противник. 

Решение

Всегда может выиграть второй игрок. Разберем два случая. 
Пусть N>2 нечетно. 
Докажем, что второй может каждым своим очередным ходом объединять две наибольшие имеющиеся кучки. 
Сначала первый обязательно сделает кучку из двух орехов, после чего второй сделает кучку из трех орехов, и ситуация после хода второго будет такая: в наибольшей куче нечетное число орехов, а в каждой из остальных кучек по одному ореху. 
В такой ситуации у первого есть две возможности. Либо он сделает кучку из двух орехов — и тогда второй присоединит ее к наибольшей куче. Либо он увеличит наибольшую кучку на один камень — тогда в ней будет четное число орехов, и так как N нечетно, то останется еще хотя бы одна кучка из одного ореха, и второй сможет присоединить один орех к наибольшей кучке. В итоге снова получается описанная ситуация. 
Мы видим, что у второго всегда есть ход. Кучи со временем кончатся, и первый проиграет. 
Пусть N>2 четно. 
Заметим, что после хода любого игрока число куч уменьшается на одну. Следовательно, перед ходом второго игрока число куч всегда нечетно. Пусть второй действует так же, как и в случае нечетного N , до тех пор, пока перед его ходом не останутся три кучи. 
Если в двух к маленьких кучах по одному ореху, он просто объединяет к маленькие кучи и оставляет первому две кучи с четным числом орехов — и тот проиграл; если в к малениких кучах один и два ореха, то добавляет один орех в наибольшую кучу (и снова первый проиграл). 

Ответ Всегда может выиграть второй игрок. 

	Задача 111688  (#5) 
	Темы:   

[ 

Рекуррентные соотношения (прочее) 
] 

[ 

Делимость чисел. Общие свойства 
] 

[ 

Индукция (прочее) 
] 


	Сложность: 6
Классы: 9,10,11


В бесконечной последовательности a1, a2, a3, .. число a1 равно 1, а каждое следующее число an строится из предыдущего an-1 по правилу: если у числа n наибольший нечетный делитель имеет остаток 1 от деления на 4, то an=an-1+1 , если же остаток равен 3, то an=an-1-1 . Докажите, что в этой последовательности 
а) число 1 встречается бесконечно много раз; 
б) каждое натуральное число встречается бесконечно много раз. 

(Вот первые члены этой последовательности: 1, 2, 1, 2, 3, 2, 1, 2, 3, 4, 3, .. ) 

Решение

а) Пусть bn равно 1 , если наибольший нечетный делитель числа n имеет остаток 1 при делении на 4 , и -1 в противном случае. Тогда an = b1 + b2 + ... + bn . 
Разобьем последовательность чисел bn на строчки таким образом, чтобы длина первой строчки равнялась 1 , длина второй – 2 , длина k -ой – 2k-1 : 
b1, 
b2, b3, 
b4, b5, b6, b7, 
.., 
b2k-1,..,b2k - 1, 
.. 
Первые пять строк выглядят так: 
1, 
1,-1, 
1,1,-1,-1, 
1,1,1,-1,-1,1,-1,-1, 
1,1,1,-1,1,1,-1,-1,-1,1,1,-1,-1,1,-1,-1, 
Заметим, что каждая строка, начиная с третьей, получается ``втасовыванием'' в предыдущую строку последовательности 1,-1,1,-1,.. такой же длины. (Для наглядности, числа, взятые из предыдущей строки, выделены жирным шрифтом.) Действительно, b2m = bm для любого m ; при этом (k+1) -ая строка имеет вид: 
b2k,b2k+1,b2k+2,b2k+3,b2k+4,b2k+5,.. 
что сводится к 
b2k-1,1,b2k-1+1,-1,b2k-1+2,1,.. 
Мы воспользовались тем, что 2k делится на 4 при k>1 . 
Докажем, что сумма всех чисел в k -й строке равна нулю при k>1 . Воспользуемся индукцией по k . База индукции b2+b3=0 очевидна. 
Предположим, что сумма всех чисел в k -й строке равна нулю. Поскольку элементы (k+1) -й строки — это элементы k -й строки плюс еще четное количество чередующихся 1 и -1 , то и сумма всех чисел в (k+1) -й строке равна нулю. 
Отсюда легко следует (вновь по индукции), что a2k-1=1 для любого k>0 , то есть число 1 встречается в последовательности (an) бесконечно много раз. 
б) Докажем теперь, что при k>1 у k -й строки есть начальный участок, сумма чисел в котором равна k-1 . Воспользуемся индукцией. База вновь очевидна. 
Пусть длина начального участка с суммой k-1 в k -й строке равна mk . При четном mk положим mk+1 = 2mk-1 , а при нечетном mk положим mk+1 = 2mk . Рассмотрим первые mk+1 чисел в (k+1) -й строке Легко понять, что в любом случае начальный участок (k+1) -й строки длины mk+1 получается вставлением между числами начального участка k -й строки нечетного количества чередующихся 1 и -1 . Поэтому сумма увеличивается на 1 , что и требовалось. 
По доказанному в пункте а), a2k-1-1=1 , что соответствует концу (k-1) -й строки. Поэтому a2k-1-1+mk=k . Так как при увеличении n на единицу an изменяется (в ту или другую сторону) на единицу, мы видим, что an обязательно принимает все значения от 1 до k при n пробегающем натуральные числа от 2k-1-1 до 2k-1-1+mk . Отсюда следует, что каждое натуральное число встречается в последовательности (an) бесконечно много раз. 

	Задача 111694  (#6) 
	Темы:   

[ 

Многочлен n-ой степени имеет не более n корней 
] 

[ 

Графики и ГМТ на координатной плоскости 
] 

[ 

Монотонность и ограниченность 
] 

[ 

Неравенства. Метод интервалов 
] 


	Сложность: 6
Классы: 10,11


Многочлен P(x) с действительными коэффициентами таков, что уравнение P(m)+P(n)=0 имеет бесконечно много решений в целых числах m и n . Докажите, что у графика y=P(x) есть центр симметрии. 

Решение

Можно считать, что старший коэффициент P(x) равен 1. Если бы степень многочлена P(x) была четной, то при достаточно больших по модулю x выполнялось бы неравенство P(x)>0 , и могло найтись лишь конечное число пар целых чисел m,n , для которых выполнено равенство P(m)+P(n)=0 . Значит, степень P(x) нечетна (будем этим пользоваться в дальнейшем без напоминания). 
Заметим теперь, что, начиная с некоторого x , P(x) монотонно увеличивается при увеличении x и стремится к бесконечности при стремлении x к бесконечности. И аналогично, начиная с некоторого x , P(x) монотонно уменьшается при уменьшении x и стремится к минус бесконечности при стремлении x к минус бесконечности. 
Кроме того, для данного числа n может найтись лишь конечное число таких чисел m , что P(m)=-P(n) (поскольку многочлен может принимать одно и то же конкретное значение лишь в конечном числе точек, не превышающем его степень). 
Учитывая все вышесказанное, получаем, что для любого наперед заданного числа C есть пары чисел m,n , для которых P(m)+P(n)=0 , причем числа m и n разных знаков, и модуль каждого из них больше C . 
Пусть степень P(x) равна k , и P(x)=xk+axk-1+.. (здесь и далее троеточием обозначены слагаемые меньших степеней). Легко подобрать такое число d , что многочлен P(x-d) будет иметь вид xk+bxk-2+.. , то есть коэффициент при степени k-1 будет нулевым. Действительно, P(x-d)=(x-d)k+a(x-d)k-1+..=xk-kdxk-1+axk-1+.. , и достаточно взять d равным a/k . Докажем, что точка (d;0) и является центром симметрии графика. Обозначим P(x-d) за Q(x) . Достаточно доказать, что Q(x)=-Q(-x) при любом x . 
Итак, Q(x)=xk+bxk-2+.. , и нам известно, что уравнение Q(m)+Q(n)=0 имеет бесконечно много решений в таких числах m и n , что m-d и n-d — целые. Возьмем такие достаточно большие по модулю решения m>0 и n<0 . Докажем, что |m|=|n| . Пусть |m|<|n| , например n=-m-1 . Тогда 
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где R(x) — некий фиксированный многочлен степени k-2 . Если m достаточно велико, то число kmk-1 будет много больше, чем |R(m)| , и значит сумма -kmk-1+R(m) будет меньше нуля. При увеличении модуля n сумма Q(m)+Q(n) будет еще уменьшаться (так как будет уменьшаться Q(n) ). Поэтому не может быть |m|<|n| при достаточно больших по модулю m и n . Аналогично не может быть и |m|>|n| . Значит, есть бесконечно много чисел m таких, что Q(m)+Q(-m)=0 , то есть многочлен Q(x)+Q(-x) имеет бесконечно много корней. Это возможно, только если этот многочлен нулевой, то есть выполнено тождество Q(x)+Q(-x)=0 , а это как раз и означает, что график многочлена Q(x) симметричен относительно точки (0;0) , и значит график P(x) симметричен относительно точки (d;0) . 

	Задача 111695  (#7) 
	Темы:   

[ 

Теория алгоритмов (прочее) 
] 

[ 

Разбиения на пары и группы; биекции 
] 


	Сложность: 6
Классы: 9,10,11


Тест состоит из 30 вопросов, на каждый есть 2 варианта ответа (один верный, другой нет). За одну попытку Витя отвечает на все вопросы, после чего ему сообщают, на сколько вопросов он ответил верно. Сможет ли Витя действовать так, чтобы гарантированно узнать все верные ответы не позже, чем 
после 29-й попытки (и ответить верно на все вопросы при 30 -й попытке); 
после 24-й попытки (и ответить верно на все вопросы при 25 -й попытке)? 
(Изначально Витя не знает ни одного ответа, тест всегда один и тот же.) 

Решение

а) Ответ: сможет. 
Пусть при первых 29 попытках Витя отвечает так: в k -ой попытке отвечает "да" на k -ый вопрос и "нет" — на остальные вопросы. Заметим, что любые две попытки из первых 29-ти отличаются ровно в двух ответах. Поэтому количество верных ответов в любых двух этих попытках либо одинаково, либо отличается на 2. Если есть две попытки, скажем i -я и j -я, в которых число верных ответов различается на 2, мы сразу знаем верные ответы на i -й и j -й вопросы. Тогда, сравнивая например i -ю попытку с остальными попытками, узнаем верные ответы на все вопросы с первого по 29-й. Ответ на 30-й вопрос теперь легко узнать из первой попытки: посчитаем, сколько верных ответов было на первые 29 вопросов, и, сравнивая с сообщением о числе верных ответов при первой попытке, найдем ответ на 30-й вопрос. 
Остается случай, когда количество верных ответов в любых двух попытках с первой по 29-ю одинаково. Это означает, что ответы на все вопросы с первого по 29-й одинаковы. Но тогда по сообщению о числе верных ответов в первой попытке мы поймем, это ответы "да", или ответы "нет" (в первом случае нам могут сказать, что верных ответов было 1 или 2, во втором случае — что верных ответов было 28 или 29). Затем узнаем ответ на 30-й вопрос (тоже из первой попытки). 
Заметим, что этот метод работает, если общее число вопросов в тесте не меньше 5. 
б) Разобьем вопросы теста на группы по 5 вопросов (с 1-го по 5-й, с 6-го по 10-й и т.д.) При первой попытке ответим "нет" на все вопросы. 
Покажем теперь, как за 4 следующие попытки узнать все ответы на вопросы в первой группе. На вопросы с 6-го по 30-й отвечаем в этих попытках "нет", а в ответах на вопросы с 1-го по 5-й отвечаем так: 
при 2-й попытке отвечаем "да" на все пять вопросов; при 3-й попытке отвечаем "нет" на 1-й и 2-й вопросы (на остальные три — "да"); 
при 4-й попытке отвечаем "нет" на 1-й и 3-й вопросы (на остальные три — "да"); 
при 5-й попытке отвечаем "нет" на 1-й и 4-й вопросы (на остальные три — "да"). 
Заметим, что из сообщений о числе верных ответов в 1-й и 2-й попытках мы знаем, например, сколько было верных ответов на вопросы с 1-го по 5-й в первой попытке. 
Если при второй попытке на оба вопроса 1 и 2 мы ответили верно или на оба — неверно, то после третьей попытки мы знаем ответы на вопросы 1 и 2, после четвертой — на вопрос 3, после пятой — на вопрос 4, а значит на 5-й вопрос тоже знаем (так как знаем, сколько было верных ответов на вопросы с 1-го по 5-й при второй попытке). Аналогично с вопросами 1, 3 и 1, 4. Значит остается случай, когда среди ответов при второй попытке на вопросы 1, 2 ровно один верный, среди ответов на вопросы 1, 3 — ровно один верный, и среди ответов на вопросы 1, 4 — ровно один верный. То есть при второй попытке на вопросы 1, 2, 3 наши ответили были либо все верны, либо все неверны. 
Но мы уже знаем, каких ответов на вопросы с 1-го по 5-й больше (когда мы отвечаем на их все "нет"): верных или неверных. Значит, мы знаем ответы на вопросы 2, 3, 4, а тогда и на вопрос 1, а значит и на 5-й вопрос. 
Аналогично узнаем ответы на вопросы 2-й, 3-й, 4-й и 5-й группы (потратив на каждую 4 попытки). Тогда за 1+4·5=21 попытку знаем ответы на вопросы 1 — 25. Заметим, что ответы на вопросы последней группы можно узнать за 3 попытки, поскольку мы уже знаем, сколько верных ответов мы сделали на эти вопросы при самой первой попытке. Значит всего хватит 24 вопроса. 

Ответ

Ответ: сможет. 

