


 Турнир городов >> 30 турнир (2008/2009 год) >
> осенний тур, тренировочный вариант, 8-9 класс
	Задача 111643  (#1) 
	Темы:   

[ 

Теория множеств (прочее) 
] 

[ 

Упорядочивание по возрастанию (убыванию) 
] 


	Сложность: 2+
Классы: 8,9


В 10 коробках лежат карандаши (пустых коробок нет). Известно, что в разных коробках разное число карандашей, причем в каждой коробке все карандаши разных цветов. Докажите, что из каждой коробки можно выбрать по карандашу так, что все они будут разных цветов. 

Решение

Расположим коробки в ряд так, чтобы число карандашей в них возрастало слева направо. Заметим, что тогда в самой левой коробке минимум один карандаш, во второй слева — минимум два, в десятой слева — минимум 10 карандашей. Из самой левой коробки возьмём любой лежащий в ней карандаш. Поскольку во второй коробке лежат карандаши минимум двух разных цветов, там найдется карандаш не того цвета, что мы взяли из первой коробки. Возьмём его. В третьей коробке лежат карандаши минимум трёх разных цветов. Поэтому там найдётся карандаш, цвет которого отличается от цветов обоих уже выбранных. Возьмем его. Продолжая такую процедуру, мы выберем искомые 10 карандашей разных цветов. 



	Задача 111644  (#2) 
	Темы:   

[ 

Арифметическая прогрессия 
] 

[ 

Комбинаторика (прочее) 
] 


	Сложность: 3
Классы: 8,9


Даны пятьдесят различных натуральных чисел, двадцать пять из которых не превосходят 50, а остальные больше 50, но не превосходят 100. При этом никакие два из них не отличаются ровно на 50. Найдите сумму этих чисел. 

Решение

Вычтем 50 из каждого числа, которое больше 50. По условию ни одна из разностей не равна ни одному из 25 чисел, которые не превосходят 50. Поэтому вместе с ними разности дают 50 различных натуральных чисел, которые не превосходят 50, то есть это все числа от 1 до 50. Их сумма равна 51·25 , а сумма всех исходных чисел равна, стало быть, 51·25+50·25 = 101·25 = 2525 . 

	Задача 111645  (#3) 
	Темы:   

[ 

Площадь фигуры равна сумме площадей фигур, на которые она разбита 
] 

[ 

Окружности (прочее) 
] 


	Сложность: 3
Классы: 8,9


В окружность радиуса 2 вписан остроугольный треугольник A1A2A3 . Докажите, что на дугах A1A2 , A2A3 , A3A1 можно отметить по одной точке ( B1 , B2 , B3 соответственно) так, чтобы площадь шестиугольника A1B1A2B2A3B3 численно равнялась периметру треугольника A1A2A3 . 

Решение

Пусть точки B1 , B2 , B3 — середины дуг A1A2 , A2A3 , A3A1 соответственно. Площадь шестиугольника A1B1A2B2A3B3 равна сумме площадей четырёхугольников OA1B1A2 , OA2B2A3 и OA3B3A1 . Но у этих четырехугольников диагонали перпендикулярны, а значит площадь каждого равна половине произведения его диагоналей. Искомая сумма равна тогда [image: image1.png]


OB1· A1A2+[image: image2.png]


 OB2· A2A3+[image: image3.png]


 OB3· A3A1 . Поскольку по условию OB1 = OB2 = OB3 = 2 , эта сумма численно равна A1A2+A2A3+A3A1 , что нам и нужно. 

	Задача 111646  (#4) 
	Темы:   

[ 

Уравнения в целых числах 
] 

[ 

Примеры и контрпримеры. Конструкции 
] 


	Сложность: 3+
Классы: 8,9


Даны три различных натуральных числа, одно из которых равно полусумме двух других. Может ли произведение этих трех чисел являться точной 2008-й степенью натурального числа? 

Решение

Ответ: Может. Решение. Возьмём сначала любые три различных натуральных числа, одно из которых равно полусумме двух других, например, числа 1, 2 и 3. Их произведение равно 6 и не является 2008-й степенью натурального числа. Домножим каждое из чисел на 6n , получим числа 6n , 2· 6n , 3· 6n . По-прежнему, одно из чисел будет равно полусумме двух других, а произведение будет равно 63n+1 . Осталось подобрать n так, чтобы 3n+1 равнялось 2008 (или делилось на 2008). Поскольку 2007 делится на три, можно взять 3n+1=2008 , то есть n=669 . 

	Задача 111647  (#5) 
	Тема:   

[ 

Задачи на движение 
] 


	Сложность: 3
Классы: 8,9


Несколько спортсменов стартовали одновременно с одного и того же конца прямой беговой дорожки. Их скорости различны, но постоянны. Добежав до конца дорожки, спортсмен мгновенно разворачивается и бежит обратно, затем разворачивается на другом конце, и т.д. В какой-то момент все спортсмены снова оказались в одной точке. Докажите, что такие встречи всех будут продолжаться и впредь. 

Решение

Изобразим беговую дорожку в виде левой половины некоторой окружности. Будем считать, что бегун, добегая до конца дорожки, не поворачивает обратно, а бежит дальше по правой половине этой окружности. Тогда все бегуны просто бегут по этой окружности. Условие того, что бегуны оказываются в одной точке исходной беговой дорожки, означает, что они находятся на прямой, перпендикулярной диаметру, разделяющему левую и правую половины нашей окружности. Пусть через время t после начала забега бегуны встретились (находятся на соответствующей прямой). Тогда бегуны, находящиеся на левой половине, находятся на некотором расстоянии x от точки старта, и бегуны, находящиеся на правой половине, тоже находятся на расстоянии x от точки старта. При этом каждый бегун на левой половине пробежал некоторое целое число кругов и еще расстояние x , а каждый бегун на правой половине не добежал до некоторого целого числа кругов расстояние x . Где будут бегуны через время 2t от начала забега? Каждый бегун на левой половине пробежит некоторое целое число кругов и еще расстояние 2x , а каждый бегун на правой половине не добежит до некоторого целого числа кругов расстояние 2x . Но это как раз и означает, что они находятся на некоторой прямой, перпендикулярной диаметру, разделяющему левую и правую половины нашей окружности (поскольку находятся на одинаковом расстоянии (вдоль окружности) от точки старта). Значит на исходной дорожке бегуны снова встретятся через время 2t , и аналогично через время 3t , и так далее. 

Турнир городов >> 30 турнир (2008/2009 год) >> 
осенний тур, основной вариант, 8-9 класс
	Задача 111682  (#1) 
	Темы:   

[ 

Шахматные доски и шахматные фигуры 
] 

[ 

Принцип Дирихле (конечное число точек, прямых и т. д.) 
] 


	Сложность: 3+
Классы: 7,8,9


На шахматной доске 100x100 расставлено 100 не бьющих друг друга ферзей. Докажите, что в каждом угловом квадрате 50x50 находится хотя бы один ферзь. 

Решение

Доска состоит из четырех угловых квадратов 50x50 : левого верхнего, левого нижнего, правого верхнего и правого нижнего. Предположим, что в одном из угловых квадратов, скажем, в левом верхнем, нет ферзей. Пусть в правом нижнем квадрате всего x ферзей. В левом нижнем квадрате тогда находится не более 50-x ферзей (так как ферзи левого и правого нижних квадратов находятся в 50 строчках прямоугольника 50x100 ). Аналогично, в правом верхнем угловом квадрате находится не более 50-x ферзей. Общее количество ферзей на доске не превосходит тогда x+50-x+50-x=100-x . Но ферзей всего 100, а x неотрицательно — это возможно лишь при x=0 . Значит, в правом нижнем квадрате ферзей тоже нет, то есть все ферзи находятся в левом нижнем и правом верхнем квадратах. 
Рассмотрим у нашей доски клетчатую диагональ, соединяющую левую нижнюю и правую верхнюю клетки, а так же все диагонали, параллельные этой и пересекающие левый нижний и правый верхний квадраты. Их будет ровно 99, и все 100 ферзей находятся на этих диагоналях. Тогда какие-то два ферзя находятся на одной диагонали и значит бьют друг друга — противоречие. 

	Задача 111683  (#2) 
	Темы:   

[ 

Взвешивания 
] 

[ 

Делимость чисел. Общие свойства 
] 


	Сложность: 4-
Классы: 7,8,9


Есть 4 камня, каждый весит целое число граммов. Есть чашечные весы со стрелкой, показывающей, на какой из двух чаш масса больше и на сколько граммов. Можно ли узнать про все камни, сколько какой весит, за 4 взвешивания, если в одном из этих взвешиваний весы могут ошибиться на 1 грамм? 

Решение

Пусть гири весят a, b , c , d грамм. 
Первое решение. 
Годятся, например, такие 4 взвешивания: 
1) на одной чаше гири a, b, на другой — c, d; 
2) на одной чаше гири a, c, на другой — b, d; 
3) на одной чаше гири a, d, на другой — b, c; 
4) одна чаша пустая, на другой — a, b, c, d. 
Пусть b=a+x , c=a+y , d=a+z . Из первых трех взвешиваний (сложив результаты), мы знаем разность между 3a+(b+c+d) и 2(b+c+d) , то есть x+y+z , либо точно, либо с ошибкой в 1. Из последнего взвешивания мы знаем a+b+c+d=4a+(x+y+z) либо точно, либо с ошибкой в 1. Причем ошибка на 1 может быть только ровно в одном из этих случаев. Значит мы знаем разность (x+y+z) и 4a+(x+y+z) , то есть 4a , с точностью до 1. Тогда легко найдем a из делимости на 4 . Аналогично найдем b , c , d . 
Второе решение. 
Годятся, например, такие 4 взвешивания: 
1) на одной чаше гири a, b, c, на другой — d; 
2) на одной чаше гири a, b, d, на другой — c; 
3) на одной чаше гири a, c, d, на другой — b; 
4) на одной чаше гири b, c, d, на другой — a; 
Из показаний весов мы получаем следующие числа (одно, возможно, с ошибкой): 
x=a+b+c-d, y=a+b-c+d, z=a-b+c+d, t=-a+b+c+d. 
Решаем эту систему: например, чтобы найти a , складываем три первых уравнения и вычитаем из результата четвертое, получаем: 4a=(x+y+z-t) , откуда a=(x+y+z-t)/4 . Аналогично находим b , c и d . Одно из чисел x , y , z , t мы знаем, возможно, с ошибкой в 1 грамм. Поэтому в выражениях для чисел a , b , c , d числители могут не делиться на 4. Но легко однозначно восстановить их истинные значения (добавляя или вычитая 1 так, чтобы числитель делился на 4). Откуда находим массы камней. 

Ответ: можно. 

	Задача 111684  (#3) 
	Темы:   

[ 

Удвоение медианы 
] 

[ 

Признаки и свойства параллелограмма 
] 

[ 

Против большей стороны лежит больший угол 
] 


	Сложность: 4-
Классы: 8,9


Сережа нарисовал треугольник ABC и провел в нем медиану AD . Затем он сообщил Илье, какова в этом треугольнике длина медианы AD и какова длина стороны AC . Илья, исходя из этих данных, доказал утверждение: угол CAB тупой, а угол DAB острый. Найдите отношение AD/AC (и докажите для любого треугольника с таким отношением утверждение Ильи). 

Решение

Немного переформулируем задачу. Продлим медиану AD на ее длину за точку D , получим точку D' . Тогда CABD' — параллелограмм (так как диагонали этого четырехугольника делятся пополам их точкой пересечения), откуда угол DAB равен углу DD'C . Поскольку углы CAB и ACD' параллелограмма в сумме дают 180o , условие того, что угол CAB тупой, означает, что угол ACD' острый. В итоге имеем: Илья, зная только длину стороны AD' (она равна удвоенной длине AD ), смог доказать, что в треугольнике CAD' углы при стороне CD' острые. При каком сотношении сторон AC и AD' это возможно? 
Ясно, что если треугольник CAD' равнобедренный ( AC=AD'=2AD ), то углы при основании острые (ведь они равны и их сумма меньше 180o ). Значит, ответ AD/AC=1/2 подходит (и мы доказали для этого случая утверждение Ильи). 
Если треугольник CAD' неравнобедренный ( AC[image: image4.png]


 AD' ), то например возьмем большую из сторон AC и AD' за гипотенузу, а меньшую — за катет, и построим треугольник CAD' , в котором один из углов ACD' или AD'C будет прямым. Достроим теперь параллелограмм CABD' и получим треугольник CAB , который вполне мог оказаться у Сережи, и в этом треугольнике один из углов DAB или CAB будет прямым. Значит Илья не смог бы доказать свое утверждение для AD/AC[image: image5.png]


1/2 . 

Ответ: 1/2. 

	Задача 111685  (#4) 
	Темы:   

[ 

Системы точек и отрезков. Примеры и контрпримеры 
] 

[ 

Обход графов 
] 


	Сложность: 4-
Классы: 8,9,10,11


Барон Мюнхгаузен рассказывал, что у него есть карта страны Оз с пятью городами. Каждые два города соединены дорогой, не проходящей через другие города. Каждая дорога пересекает на карте не более одной другой дороги (и не более одного раза). Дороги обозначены желтым или красным (по цвету кирпича, которым вымощены), и при обходе вокруг каждого города (по периметру) цвета выходящих из него дорог чередуются. Могут ли слова барона быть правдой? 

Решение

Пример изображен на рисунке: 

[image: image6.png]



Ответ: могут. 

	Задача 111686  (#5) 
	Темы:   

[ 

Алгебраические неравенства (прочее) 
] 

[ 

Индукция (прочее) 
] 

[ 

Классические неравенства (прочее) 
] 


	Сложность: 5-
Классы: 8,9,10,11


Даны положительные числа a1, a2, .., an . Известно, что a1+a2+..+an [image: image7.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.problems.ru/show_document.php?id=1668928" \* MERGEFORMATINET [image: image8.png]


. Докажите, что (1+a1)·(1+a2)·..·(1+an)<2. 
Решение

Первое решение. Раскроем в произведении (1+a1)(1+a2)..(1+an) скобки. Получим сумму 1+(a1+..+an)+(a1a2+..+an-1an)+(a1a2a3+.. an-2an-1an)+..+a1a2.. an. В первой скобке стоит просто сумма чисел a1 , an , слагаемые во второй скобке получаются так — выбираем пару чисел из a1 , an и записываем их произведение, слагаемые в третьей скобке получаются так — выбираем тройку чисел из a1 , an и записываем их произведение, и так далее. Ясно, что сумма чисел во второй скобке не превосходит (a1+..+an)2 , сумма чисел в третьей скобке не превосходит (a1+..+an)3 , и так далее. Значит, наше произведение не превосходит 1+[image: image9.png]


+[image: image10.png]


+[image: image11.png]


+..+[image: image12.png]


=2-[image: image13.png]


<2 . 
Второе решение. Докажем по индукции, что для всех k от 1 до n верно утверждение: (1+a1)(1+a2)..(1+ak)<1+2(a1+..+ak) . 
Для k=1 утверждение очевидно ( 1+a1<1+2a1 , так как a1 положительно). 
Сделаем шаг индукции. 
Пусть для некоторого k , где k<n , верно (1+a1)(1+a2)..(1+ak)<1+2(a1+..+ak) . Домножим это неравенство на (1+ak+1) . Получим: 
[image: image14.png](I+a){1+ay) ... (1+aen) < (1H+2{(a+ - +ap)){l+ap1) €
1
< 12{art - Haphragn(l+25) = H2(ark - —ap).






Утверждение доказано. 
Взяв k=n , получим, что (1+a1)(1+a2)..(1+an)<1+2(a1+..+an)<1+2·[image: image15.png]


=2 , что и требовалось доказать. 
Замечание для знатоков. 

	Задача 111687  (#6) 
	Темы:   

[ 

Отрезок, видимый из двух точек под одним углом 
] 

[ 

Вспомогательная окружность 
] 

[ 

Биссектриса делит дугу пополам 
] 

[ 

Вспомогательные подобные треугольники 
] 

[ 

Вписанные четырехугольники (прочее) 
] 


	Сложность: 4+
Классы: 8,9,10


На сторонах AC и BC неравнобедренного треугольника ABC во внешнюю сторону построены как на основаниях равнобедренные треугольники AB'C и CA'B с одинаковыми углами при основаниях, равными ϕ . Перпендикуляр, проведенный из вершины C к отрезку A'B' , пересекает серединный перпендикуляр к отрезку AB в точке C1 . Найдите угол AC1B . 

Решение

Обозначим точку пересечения CC1 с A'B' за C' , середину AC — MB , а середину BC — MA . Заметим, что CB'MBC' — вписанный, так как [image: image16.png]


CC'B'= [image: image17.png]


CMBB' . Аналогично вписанный CA'MAC' . Поэтому углы [image: image18.png]


CC'MB , [image: image19.png]


CC'MA равны по 90o+ϕ . Проведем через вершины A и B прямые параллельные MBC' , MAC' соответственно. Пусть они пересеклись в точке C'' . Из подобия получим, что точка C'' лежит на прямой CC' . При этом CC' является биссктрисой в треугольнике AC''B . По известному свойству, что биссектриса проходит через середину дуги описанной окружности, получаем, что [image: image20.png]


AC1B = 180o -2(90o-ϕ)=2ϕ . 

	Задача 111688  (#7) 
	Темы:   

[ 

Рекуррентные соотношения (прочее) 
] 

[ 

Делимость чисел. Общие свойства 
] 

[ 

Индукция (прочее) 
] 


	Сложность: 6
Классы: 9,10,11


В бесконечной последовательности a1, a2, a3, .. число a1 равно 1, а каждое следующее число an строится из предыдущего an-1 по правилу: если у числа n наибольший нечетный делитель имеет остаток 1 от деления на 4, то an=an-1+1 , если же остаток равен 3, то an=an-1-1 . Докажите, что в этой последовательности 
а) число 1 встречается бесконечно много раз; 
б) каждое натуральное число встречается бесконечно много раз. 

(Вот первые члены этой последовательности: 1, 2, 1, 2, 3, 2, 1, 2, 3, 4, 3, .. ) 

Решение

а) Пусть bn равно 1 , если наибольший нечетный делитель числа n имеет остаток 1 при делении на 4 , и -1 в противном случае. Тогда an = b1 + b2 + ... + bn . 
Разобьем последовательность чисел bn на строчки таким образом, чтобы длина первой строчки равнялась 1 , длина второй – 2 , длина k -ой – 2k-1 : 
b1, 
b2, b3, 
b4, b5, b6, b7, 
.., 
b2k-1,..,b2k - 1, 
.. 
Первые пять строк выглядят так: 
1, 
1,-1, 
1,1,-1,-1, 
1,1,1,-1,-1,1,-1,-1, 
1,1,1,-1,1,1,-1,-1,-1,1,1,-1,-1,1,-1,-1, 
Заметим, что каждая строка, начиная с третьей, получается ``втасовыванием'' в предыдущую строку последовательности 1,-1,1,-1,.. такой же длины. (Для наглядности, числа, взятые из предыдущей строки, выделены жирным шрифтом.) Действительно, b2m = bm для любого m ; при этом (k+1) -ая строка имеет вид: 
b2k,b2k+1,b2k+2,b2k+3,b2k+4,b2k+5,.. 
что сводится к 
b2k-1,1,b2k-1+1,-1,b2k-1+2,1,.. 
Мы воспользовались тем, что 2k делится на 4 при k>1 . 
Докажем, что сумма всех чисел в k -й строке равна нулю при k>1 . Воспользуемся индукцией по k . База индукции b2+b3=0 очевидна. 
Предположим, что сумма всех чисел в k -й строке равна нулю. Поскольку элементы (k+1) -й строки — это элементы k -й строки плюс еще четное количество чередующихся 1 и -1 , то и сумма всех чисел в (k+1) -й строке равна нулю. 
Отсюда легко следует (вновь по индукции), что a2k-1=1 для любого k>0 , то есть число 1 встречается в последовательности (an) бесконечно много раз. 
б) Докажем теперь, что при k>1 у k -й строки есть начальный участок, сумма чисел в котором равна k-1 . Воспользуемся индукцией. База вновь очевидна. 
Пусть длина начального участка с суммой k-1 в k -й строке равна mk . При четном mk положим mk+1 = 2mk-1 , а при нечетном mk положим mk+1 = 2mk . Рассмотрим первые mk+1 чисел в (k+1) -й строке Легко понять, что в любом случае начальный участок (k+1) -й строки длины mk+1 получается вставлением между числами начального участка k -й строки нечетного количества чередующихся 1 и -1 . Поэтому сумма увеличивается на 1 , что и требовалось. 
По доказанному в пункте а), a2k-1-1=1 , что соответствует концу (k-1) -й строки. Поэтому a2k-1-1+mk=k . Так как при увеличении n на единицу an изменяется (в ту или другую сторону) на единицу, мы видим, что an обязательно принимает все значения от 1 до k при n пробегающем натуральные числа от 2k-1-1 до 2k-1-1+mk . Отсюда следует, что каждое натуральное число встречается в последовательности (an) бесконечно много раз. 

