Турнир городов >> 30 турнир (2008/2009 год) >> осенний тур, тренировочный вариант, 10-11 класс
У Алеши есть пирожные, разложенные в несколько коробок. Алеша записал, сколько пирожных в каждой коробке. Сережа взял по одному пирожному из каждой коробки и положил их на первый поднос. Затем он снова взял по одному пирожному из каждой непустой коробки и положил их на второй поднос — и так далее, пока все пирожные не оказались разложенными по подносам. После этого Сережа записал, сколько пирожных на каждом подносе. Докажите, что количество различных чисел среди записанных Алешей равно количеству различных чисел среди записанных Сережей. 
Существует ли арифметическая прогрессия из пяти различных натуральных чисел, произведение которых есть точная 2008-я степень натурального числа
На клетчатом листе бумаги нарисованы несколько прямоугольников, их стороны идут по сторонам клеток. Каждый прямоугольник состоит из нечетного числа клеток, и никакие два прямоугольника не содержат общих клеток. Докажите, что эти прямоугольники можно раскрасить в 4 цвета так, чтобы у прямоугольников одного цвета не было общих точек границы. 
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Квадратная доска разделена 7-ю прямыми, параллельными одной стороне доски, и 7-ю прямыми, параллельными другой стороне доски, на 64 прямоугольные клетки, которые покрашены в белый и черный цвета в шахматном порядке. Расстояния между соседними прямыми не обязательно одинаковы, поэтому клетки могут быть разных размеров. Известно, однако, что отношение площади любой белой клетки к площади любой черной клетки не больше 2. Найдите наибольшее возможное отношение суммарной площади белых клеток к суммарной площади черных. 
Пространство разбито на одинаковые кубики. Верно ли, что для каждого из этих кубиков обязательно найдется другой, имеющий с ним общую грань? 
На столе лежат N>2 кучек по одному ореху в каждой. Двое ходят по очереди. За ход нужно выбрать две кучки, где числа орехов взаимно просты, и объединить эти кучки в одну. Выиграет тот, кто сделает последний ход. Для каждого N выясните, кто из играющих может всегда выигрывать, как бы ни играл его противник. 

В бесконечной последовательности a1, a2, a3, .. число a1 равно 1, а каждое следующее число an строится из предыдущего an-1 по правилу: если у числа n наибольший нечетный делитель имеет остаток 1 от деления на 4, то an=an-1+1 , если же остаток равен 3, то an=an-1-1 . Докажите, что в этой последовательности 
а) число 1 встречается бесконечно много раз; 
б) каждое натуральное число встречается бесконечно много раз. 

(Вот первые члены этой последовательности: 1, 2, 1, 2, 3, 2, 1, 2, 3, 4, 3, .. ) 

Многочлен P(x) с действительными коэффициентами таков, что уравнение P(m)+P(n)=0 имеет бесконечно много решений в целых числах m и n . Докажите, что у графика y=P(x) есть центр симметрии. 

Тест состоит из 30 вопросов, на каждый есть 2 варианта ответа (один верный, другой нет). За одну попытку Витя отвечает на все вопросы, после чего ему сообщают, на сколько вопросов он ответил верно. Сможет ли Витя действовать так, чтобы гарантированно узнать все верные ответы не позже, чем 
после 29-й попытки (и ответить верно на все вопросы при 30 -й попытке); 
после 24-й попытки (и ответить верно на все вопросы при 25 -й попытке)? 
(Изначально Витя не знает ни одного ответа, тест всегда один и тот же.) 

